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Abstract
In this paper, we generalize to a relative situation a result of Bismut [B2] on the Quillen
metric associate to a singular bration. To establish our results, we make essential use of the
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Resume {L'objet de cet article est d'etudier des formes de torsion analytique au voisinage
de bres degenerant en diviseurs a croisements normaux. On calcule la partie nie de la renor-
malisation a l'aide des formes de torsion analytique sur la normalisee de ces bres. Ce resultat
etend une formule de Bismut [B2] a une situation en famille.
0 Introduction
Les formes de torsion analytique de Bismut-Kohler sont des extentions de la torsion an-
alytique de Ray-Singer pour submersions hoplomorphes. Ces formes sont contenues dans la
denition de l'image directe de Gillet et Soule [GS] en Theorie d'Arakelov.
Soit  : X ! S un morphisme de varietes compactes complexes qui est une submersion sur
le complementaire d'une sous variete  de codimension 2, ou  a des singularites ordinaires.







Bismut a calcule le comportement de la metrique de Quillen sur (j

) pres de . Apres ex-
traction d'une divergence logarithmique, il a decrit la metrique limite en fonction de la metrique
de Quillen sur la normalisation des bres singulieres.
Le but de cet article est de generaliser une formule de Bismut [B2, Theoreme 0.2] a une
situation en famille. On le donne comme le Theoreme 2.1.
Pour montrer le Theoreme 2.1, on procede comme en [B2]. C'est a dire, on utilise la tech-
nique de la deformation du co^ne normal [BaFM], et le theoreme d'immersion de [B3, Theoreme
0.1]. Comme tous les calculs sont presque les me^mes que dans [B2], on omit toujours les details
des calculs.
Cet article est organise de la maniere suivante. Dans la Section 1, en utilisant le resultat de
[B3], on calcule le comportement des formes de torsion analytique pres des bres singulieres.
Dans la Section 2, on enonce le Theoreme 2.1 qui, a l'aide des formes de torsion analytique sur
la normalisee de ces bres, calcule sa renormalisation. Dans la Section 3, on montre le Theoreme






. Dans la Section 4, on montre le Theoreme 2.1 dans le cas general.
Dans la Section 5, on verie la compatibilite du Theoreme 2.1 et [BerB, Theor`eme 3.1].
1 La divergence logarithmique des formes de torsion analytique pres des bres
singulieres
Cette Section est organisee de la facon suivante. Dans a), on denit une bration singuliere.
Dans b), on donne les hypotheses et des notations. Dans c), on applique le Theoreme d'immer-
sion de [B3] a notre situation. Dans d), on calcule la partie divergente des formes de torsion
analytique pres des bres singulieres. Dans e), on indique les formules d'anomalie pour la renor-
malisation des formes de torsion analytique.
a) Une bration singuliere
Soit V;B deux varietes complexes compactes Kahleriennes. Soit S une variete complexe de
dimension 1. Soit  une sous variete complexe de V de codimension 2, soit  un ensemble
de points isoles dans S. Soit  : V ! B  S une application holomorphe de bre compacte
Y . Soit p
1
: BS ! B, p
2









On suppose que  : V n  ! B  S (resp.  :  ! B  ) est une submersion et que si








) pres de 
2


















































On note aussi Z = 
 1
2




! V; j : Z ! V .
Soit V

l'eclate de V le long de , et soit p : V

! V la projection canonique. Soit  :
b
Z ! Z
la normalisee de Z. Alors
b






(). Alors  :
b
! 
est un reve^tement double. Soit  le Z
2









 et  se brent


























b) Hypotheses et notations
Soit  un bre vectoriel holomorphe sur V .






























 ) sont localement libres. Soit H(Y; 
jY
























sur TX, TY , TZ
s
sur V , V n , V n Z. Soit h

une metrique hermitienne sur . On
munit la metrique triviale sur . De plus, les varietes
b
Z et  sont lisses, la metrique g
TV
induite










Z=B ; T=B .






) le complexe de Dolbeault des formes C
1
sur la bre Y
b
a
valeur dans . On munit 
(Y; 
jY







On identie H(Y; 
jY























































Si K est un bre holomorphe avec metrique g
K
sur B, si Q est un polyno^me caracteristique,




la forme de Chern-Weil associee a la courbure de la connexion
holomorphe hermitienne sur K.
Soit P
B
l'espace des formes reelles C
1
sur B qui sont la somme de formes de type (p; p).
Soit P
B;0
l'espace de  2 P
B
qui s'ecrivent  = @ + @ ou ;  sont C
1
sur B.
Comme B est compacte Kahlerienne, P
B;0
est un sous espace vectoriel ferme de P
B
pour la
convergence uniforme [B3, x6.5].
Denition 1.1. Soit k:k
k




denie de la maniere suivante.








































































formes de torsion analytique construites dans Bismut-Kohler [BK] sur B, B  S n , B  ,
























































), etc, verient des equations analogues.
Pour s 2 S, soit 
s



















c) Theoreme d'immersion pour des formes de torsion analytique
Soit Gr(
2
) le graphe de 
2
dans V  S. Alors Gr(
2
) est un diviseur lisse dans V  S. Soit
[Gr(
2
)] le bre en droite sur V  S associe a Gr(
2





). Soit m l'immersion Gr(
2
) ! V  S. Soit n : V  S ! V; n
0
: V  S ! S






























! V . Soit [Z
s






































































On note (; v) le complexe


















); v). Alors par (1.6), H(X; 
jX
) est
































































la classe de Bott-Chern




































































On a l'analogue de [B2, Theoreme 5.6],
























































! V qui est
exactement l'immersion Gr(
2
) \ V fsg ! V fsg, et a la suite exacte de faisceaux (1.6) sur
V  fsg. En procedant comme en [B2, Theoreme 5.6], on a (1.11). 





















































































la section canonique du diviseur []. Soit g
[]
une metrique sur [].






















































































Avant demontrer le Theoreme 1.3, on verie que ce Theoreme est compatible a [B2, Theoreme
5.9], [BerB, Theoreme 3.1].




















) a une section









































) sur S n. Alors pour s 2 S n , en appliquant [BerB,


































En utilisant [B2, Theoremes 2.1 et 5.9] et [BGS2, Theoreme 1.23] (se referer aussi a x5),













































a une limite. C'est a dire, le Theoreme 1.3 est compatible a [BerB], [B2]. 
PREUVE du Theoreme 1.3: Dans notre cas, par une modication simple de l'argument de
[B2], on sait que les resultats analogues de [B2, Theoremes 2.2 et 3.3] sont aussi vrais.
En procedant comme en [B2, Theoreme 5.7], quand s 2 S n  ! s
0
2 , l'asymptotique












































































comme dans le Theoreme 1.3.




) ' V n  s'etend en un sous-bre
v(TV=BS) de p

TV . Alors sur
b
Z, on a T
b



























































































et les autres formes ci-dessus verient des equations analogues.
Alors par (1.15), [B2, Theoreme 2.1], [BK, Theoreme 3.10], on a









































































































2 Comparaison des formes de torsion analytique












est la projection canonique.












) est un O
Z


























 )). Sur Z, on a une
suite exacte de faisceaux





















































































































































































































































































































) qu'on identie au genre correspondant.
De plus Q(x; x) et Td(x)Q(x; 0) sont des fonctions paires.




) ' V n s'etend en un sous-bre v(TV=BS)
de p

TV [B3, Theoreme 1.1]. Soit g
v(TV=BS)
la metrique induite par g
TV
sur v(TV=B  S).






) !  la projection
canonique. Sur P (N
=V












une metrique sur N
=V












represente le bre normal dans l'une des deux branches locales de Y ) soit orthogonal, et











[] soit une isometrie [B2, x6.3 et x9.4]. Par












































































































































Remarque 2.2. i) Si B est un point, le Theoreme 2.1 est [B2, Theoreme 0.2].
ii) Dans le Theoreme 2.1, si V est projective, par l'argument de resolution acyclique, on

















 ) sont localement libres.
3 Preuve du Theoreme 2.1: le cas ou la bre exceptionnelle est scindee
Cette Section est organisee de la facon suivante. Dans a), on introduit notre hypothese sur
Z. Dans b), on compare des formes de torsion analytique. Dans c), on montre le Theoreme 2.1
sous notre hypothese sur Z.
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a) Une hypothese simple sur Z
Dans la suite, on xe toujours s
0








dans V intersectes transveralement le








Alors le bre  sur  est trivial.




! V; j : Z ! V les immersions naturelles .




la section canonique de [Z
k









































































































































Dans (3.3), e : C ! C C est le complexe diagonal f ! (f; f) et CC ! C est donne par


















C est induit par le
morphisme de O
Z
-faisceaux sur Z C! 

C considere dans (2.1).
Dans (3.3), les trois premieres lignes (a partir du bas) sont des suites exactes de faisceaux.





dans V . Les deux premieres colonnes dans (3.3) sont aussi des suites exactes de faisceaux.





Par un argument de suite spectrale, la cohomologie du complexe (3.3) est exactement i

C.
Bien su^r, tous les complexes de O
Z
-faisceaux peuvent e^tre tensorises par . Donc on a un

































Dans (3.4), on numerote les lignes de haut en bas par (
i

)(i = 0; 1; 2) et les colonnes de droite
a gauche par (

i




; v) = (; v)
jV f1g
:(3.5)
b) Comparaison des formes de torsion analytique




une metrique hermitienne sur [Z
k












































































); ). Comme dans [B3, x3.2], par la theorie











































































































































































































































PREUVE: D'apres une modication simple de l'argument de [Ma1, Theoremes 11.1]] pour le











































































Par (3.10), (3.11), on a (3.9). 

















































































sont egaux aux me^mes formules que les termes a droite de [B2, (6.11)].
On rappelle que I

















































































































Par (3.14), en procedant comme dans [B2, x6 et x7], on a le Theoreme 2.1. 
4 Preuve du Theoreme 2.1 : le cas general
Dans cette Section, on montre le Theoreme 2.1 dans le cas general. On ne suppose donc plus




. L'idee principale de la preuve est d'utiliser la technique de la deformation du
co^ne normal [BaFM], [BGS4]. Elle reduit notre probleme a un probleme analytique naturelle-
ment localise sur P (N
=V
 1), auquel la technique de [B2, x4 et x6] peut e^tre appliquee.
Cette Section est organisee de la facon suivante. Dans a), soit W l'eclate de V P
1
le long
de f1g, on releve le diviseur Z a un diviseur D dansW . Dans b), on calcule l'asymptotique
des formes de torsion analytique sur B P
1
. Dans c), en utilisant les resultats de la Section 3,
on sait que le probleme peut e^tre localise sur P (N
=V
 1). Et on etablit un resultat analogue
de [B2, Theoreme 9.16]. Dans d), on montre le Theoreme 2.1 dans le cas general.




Soit W l'eclate de V  P
1
le long de   f1g. Soit p; q les projections p : W ! V ,
q : W ! P
1








Si z 6=1, l'application p : W
z
! V est une identication de varietes complexes. Alors p

Z est
un diviseur sur W .
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Denition 4.1. Soit D le diviseur sur W
D = p

Z   2P (N
=V
 1):(4.2)
Alors D est un diviseur eectif dans W, a croisements normaux le long de P
1
. On verie
facilement que D est exactement l'eclate de ZP
1
le long de f1g. En particulier, W
1
\D




\D de Z et de P (N
=V
 1) \D qui est un diviseur au





 1) dans P (N
=V









les restrictions de p; q a D. Alors p
D
(D)  Z. On
note q = (
1






. Pour s 2 P
1







la bre de la bration   p : D ! B.
Par [B2, Proposition 9.3], on a



































une metrique sur TS. Soit 
[1]





metrique canonique sur [1] = O( 1).
Soit g
[Z]




























la metrique sur [P (N
=V






























































On rappelle aussi que le complexe
(
D



























Comme V est Kahlerienne, W est aussi Kahlerienne. Soit g
TW
une metrique Kahlerienne
sur TW . Alors g
TW
induit une metrique Kahlerienne g
TX
sur TX, et on munit les metriques
hermitiennes associees sur les sous-varietes de W . Soit h

une metrique hermitienne sur .
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Soit e :W ! B  S P
1







p; q) (resp.  = (
1
p; q)):(4.9)




! B  S nP
1
n f1g est une submersion de bre































nf1g. En remplacant formellement V parW ,  par e,  par p

 a la Section


































) [BK], [B3, x3.2].
Pour z 2 P
1
; s 2 S, soient 
s;z




: B ! BP
1
les applications de y 2 B
a (y; s; z) 2 B  S P
1
, (y; z) 2 B P
1
.








































































En eet, pour z 2 P
1
nf1g, la Denition 4.3 correspond exactement au Theoreme 1.3, dans
lequel V est remplace par W
z
. Comme en (1.17), I
;z







































En procedant comme dans [B2, Theoreme 9.9], on a
Theoreme 4.4. La fonction z 2 P
1






















a une formule ana-
logue que le terme a droite de [B2, (9.37)].


















































PREUVE: On rappelle que la bration W ! B  P
1
verie les hypotheses de la Section 1.





), et par le Theoreme 1.3, [B2, (9.47)], on
a le Theoreme 4.6. 
Sur B P
1









































































PREUVE: Par [B2, (9.40)] et le Theoreme 1.2, on a le Theoreme 4.7. 















), on a aussi un resultat analogue que [B2,
Theoreme 9.12].
c) Localisation du calcul a 1 sur P (N
=V
 1)
On a P (N
=V


















est un diviseur a croisements normaux le long de  dans P (N
=V
 1), et   D
0































1)!  la projection canonique.
Sur , on a une suite exacte de faisceaux












En (4.15), e est l'application x! (x; x), f est l'application (x; y)! x  y.

























 )!    :












est l'eclate de D
0
le



























































) sur P (N
=V
 1), et (
D
0
; v) est exactement la
restriction du complexe (
D
























































































Plus precisement, on verie facilement que, sous l'isomorphisme canonique de (4.19), les suites
exactes longues de cohomologie associees a (4.15), (4.17) sont (4.16).
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On rappelle que  et P (N
=V
 1) ont ete equipes naturellement des metriques induites par
g
TW
. La metrique g
TW

























































































































































































les formes de torsion analytique associees au complexe

































































































































































































sur B [B3, x3.2].




























































































































la normalisation de W
1















































































































































































































des troisiemes lignes et colonnes sont des
identites.
Apres avoir tensorise par p

, on note les lignes de haut en bas par L
i

(i = 0; 1; 2), et les
colonnes de gauche a droite par L

i










(i = 0; 1; 2) les











Par (4.27), on a un bicomplexe de bres vectoriels sur B
(4.29)
0 0 0






































)!   





















































)!   




















































































































des classes de Bott-Chern associees [BGS1, x1f)].







































































les formes de torsion
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Pour le complexe (
D



































































































On rappelle aussi que
b




D ! D est la projection canon-










 est localement libre sur BP
1
. Comme dans les



























On a une equation analogue que [B2, (9.92)].


























































PREUVE: Par [Ma1, (10.8)], (4.11)-(4.13), (4.22), (4.30)-(4.32), on a (4.33). 






















ment le me^me terme a droite de [B2, (9.69)].
PREUVE: Par (4.33), et en procedant comme en [B2, Theoreme 9.16], on a le Theoreme. 
d) Preuve du Theoreme 2.1
En procedant comme en [B2, x9f) et x9g)], et en remplacant les metriques de Quillen par
les formes de torsion analytique, on a le Theoreme 2.1. 
5 Fonctorialite de la renormalisation de formes de torsion analytique
Dans cette Section, on explique la compatibilite du Theoreme 2.1 et [BerB, Theoreme 3.1].
Comme ca concerne des bres singulieres, la verication n'est pas toujours triviale.
Cette Section est organisee de la maniere suivante. Dans a), on etudie des classes de Bott-
Chern pres des bres singulieres. Dans b), on donne une version de [BerB, Theoreme 3.1] dans
notre cas.
Dans cette Section, on fait les me^me hypothese et utilise toujours les me^me notations qu'aux
Sections 1 et 2.
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a) Classes de Bott-Chern pres des bres singulieres
On considere la suite exacte de bres holomorphes hermitiens sur V n 


































) ' V n  s'etend en un sous-bre
v(TV=S) de p













les metriques sur T
b
Z; v(TV=S) induites par g
TV
. Par (2.9), on a un bicom-



























































































la classe de Bott-Chern associee a la premiere colonne de (5.4). Par
























































Proposition 5.1. Pour  2 P
V
xe, quand s 2 S n! s
0
























































































Par (5.7) et (5.8), on a la Proposition. 
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b) Fonctorialite des formes de torsion analytique











 sur B  S.




















) a une section
canonique non nulle 
1


















. Soit jj jj
()
j
la metrique renormalisee denie dans [B2, (0.7)].



























































































les sections canoniques non-nulles des inverses du deternimant de













































, [B2, Theoreme 0.2] ou Theoreme 2.1 a la
section 
1


















































Donc le Theoreme 2.1, [BerB, Theoreme 3.1] sont compatibles.
On peut explique le Theoreme 5.2 et la compatibilite de Theoreme 5.2 et [BerB, Theoreme
3.1] comme \la renormalisation commute a la limite adiabatique pour la metrique de Quillen".
Remerciements. Je tiens a remercier le Professeur J.M. Bismut pour ses encouragements
et pour d'utiles discussions. Je voudrais remercier aussi Abdus Salam International Centre for
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